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Prélogo

Este documento contiene un resumen del temario de esta asignatura, es muy importante que tengas en cuenta que todo
su contenido lo he enfocado como complemento para el estudio de esta. Me he basado en los temarios originales de la
asignatura, pero ten en cuenta que he omitido algunas partes del temario, por tanto te recomiendo que completes este texto
apoyandote en algun libro para ampliar aquellas partes en las cuales no he entrado en profundidad.

También es importante que tengas en cuenta que es un resumen enfocado principalmente como complemento para el
estudio de la asignatura, por ese motivo es posible que en algunos casos haya sido poco fiel a las definiciones originales
de algunos puntos, y lo haya definido con un lenguaje poco técnico, para de este modo hacer mas comprensibles algunos
aspectos.

Espero que te pueda ser de alguna utilidad este documento y en la medida de lo posible me comuniques cualquier
posible fallo que pueda haber cometido en su confeccién, por otra parte si deseas ampliar o modificar alguna parte del
mismo no tendré ningdn problema en facilitarte los fuentes para su modificacion. Si asi lo deseas puedes ponerte en
contacto con migo en la direccion de corsmgro@ono.com

Un saludo, Jose Luis Nogueira Alonso.

por: José Luis Nogueira Alonso
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1. Experimentos aleatorios

1.1. Usos de la probabilidad en la informatica

Los principales usos que se dan en el campo de la ingenieria informatica a la probabilidad son:

= Analisis de algoritmos. Para poder comparar distintos algoritmos y medir su eficacia es necesario evaluar la veloci-
dad del mismo ante “inputs” aleatorios.

= Generacion de nimeros aleatorios. Tarea muy importante que deben realizar los computadores y utilizados en
diversas aplicaciones.

= Simulacion. Para realizar modelos de simulacion reales, es necesario tener en cuenta una serie de valores aleatorios
dentro de un conjunto.

= Transmision de informacion. Siempre que se trabaje con un modelo de transmision de informacion hay que tener
muy en cuenta el ruido, ya que este es inevitable.

= Andlisis de patrones. Aquellos modelos de analisis de patrones de imagenes.

1.2. Modelo matematico

Larama de las matematica (conjunto de teorias) que estudia los modelos aleatorios o estocasticos secdkEmbmina
de probabilidades

El modelo matematico con el cual trabajaremos de momento se puede resumir en (R &ra). Cada elemento
de esta terna seran estudiados con detenimiento este punto.

1.2.1. Espacio muestralQ)

Se conoce con este nombre al conjunto de todos los posibles resultados que puedan derivarse de un experimento
aleatorio. Un ejemplo muy sencillo seria si realizamos un experimento con una moneda; su espacio muestral seria el
siguiente2 = {(O, R}

El mayor problema que puede encontrarse para determinar el espacio muestral en un problemeet&la

Un ejemplo con simetria seria el caso de tener dos urnas y dos pelotas, de manera que se deben introducir aleatoria-
mente las pelotas en la urnas. En un principio se podria pensar que el espacio muestral es el siguiente:

{Lele] oo || Jeof}

Pesar esto seria un error, pues la situacién en que cada pelota estd en una urna puede lograrse poniendo la primera
pelota en la urna izquierda y la segunda pelota en la urna derecha o viceversa; por lo cual serian dos situaciones en lugar
de ung

Los elementos del espacio muestral se pueden representar simbdélicamente, como se ha visto en los ejemplos anteriores,
0 bien de una manera formal con la nomenclattra: {w,, ws, ..., w, }

1.2.2. Algebra de sucesos\)

Lo primero que debe quedar claro es que cuando se hace referesncies®se hace referencia a un acontecimiento
gue puede ocurrir 0 no ocurrir, como resultado de un experimento.

Para trabajar con sucesos se utiliza las operaciones logicas de conjuntos, taleg famegacion(A°).

Existen diversos tipos de sucesos tales como:

= Sucesos seguros. Son aquellos que ocurriran en todos los resultados.

= Sucesos imposibles. Son aquellos que nunca llegaran a ocurrir.

= Sucesos contrarios. Se obtienen como negacién de un suceso.

= Sucesos simples. Son aquellos formados por un conjunto de un Gnico elemento del espacio muestral.

= Sucesos compuestos. Son aquellos formados por un conjunto de mas de un elemento del espacio muestral.

La clase de todos los sucesos se designapygresta formada por el conjunto de las partesSee

1Aquellos casos en los que los resultados parecen similares, pero no el mismo.
2para facilitar la comprension de esto es recomendable numerar las pelotas, de esta manera se vera que no es lo mismo la posicién 1 - 2, que la
posicién 2 - 1.
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1.2.3. Probabilidad(P)

Es la medida de la facilidad con que ocurren los posibles sucesos. La probabilidad se fundamenta sobre los axiomas
de KOLMOGOROQV, que son los siguientes:

= P(Q)=1
= SiAyBsondisyuntosP(A|J B) = P(A) + P(B) (Aditiva).
Asignacion de probabilidades Es necesario asignar un valor de probabilidad a cada posible suceso de un modelo, como
es evidente en muchos modelos no todos los sucesos tienen porque tener las mismas posibilidades de salir como resultado.

Por estos motivos es necesario formalizar estas asignaciones de probabilidades entre los sucesos.
En un modeldinito para definirP se debe dar un valor a cada sucssoplede A de manera que se cumpR{A) =

2 wea P(w).

Regla de Laplace Laplace estudia losiodelos uniforme®stos son aquellos que siimitosy ademasimétricos o
intercambiabled
En la regla de Laplace se hacen las siguiente definiciones:

= Casos favorables. Son todos aquellos sucesos simples.
= Casos posibles. Son todos los posibles sucesos, tanto simples como compuestos.

Para loscasos favorablegsucesos simples), si todos fuesen posibles se aplica la regla:

o #HW 1
PO =2 20~ 7@

Con#(A) se indica el niumero de elementos que forma el suceso, en este caso particular, al estar trabajando con sucesos
simples este valor siempre &sAsi mismo#(Q2) indica el nimero de elementos @gtambién llamadeardinalidad).

Para lossucesos compuestase aplica la misma regla, con la diferencia de Q&) no sera igual a uno, sino al
namero de elementos del suceso compuesto.

Otras propiedades que se pueden aplicar en probabilidad
» P(49)=1-P(A)
P(A-B)=P(A)-P(A(B) // P(B-A)=P(B)-P(AB)
P(A[B)=P(A)+P(B)-P(ANB)
P(A°UB)=P(B - A)
Dadosn sucesos!; : 1 < i < n, se cumple qué(|J;_, A;) < >, P(4;)

1.3. Técnicas de combinatoria

Como ya se havisto en laregla de Laplace en muchas ocasiones resulta de gran interés conocer el nUmero de elementos
gue forma un conjuntfnito. Esto que en casos sencillos se puede hacer directamente, pero segin aumenta la complicacion
se necesitan técnicas para poder realizar este conteo. A continuacién se exponen tres técnicas para resolver este problema
1.3.1. Contar con los dedos de las matematicas.

Consiste en establecer una relacion biyectiva entre los elementos que forman el conjunto a contar y el conjunto patrén
{1,2,...,n}

Ejemplos 1.Se necesitan contar todos los nimeros enteros que hay entre 3 y 25, ambos inclusive.

3 4 5 ... 24 25
111 11
1 2 3 ... 22 23
2. Contar los nimeros pares mayores de 1y menores de 123.
2:1=2 2:-2=4 2:3=6 .. 2:-60=120 2-61=122
) ) ! ) !
1 2 3 60 61

3Son intercambiables aquellos modelos en los cuales los posibles ressiragtesson igual de factibles. Por ejemplo una moneda, es igual de
factible el resultadeara o el resultad@ruz
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1.3.2. Contar palabras.

Esta técnica consiste en interpretar los elementos del conjunto que se desean contseat@mncia® palabras
formadas por simbolos de un alfabeto, de modo que cumplan ciertas restricciones.

Ejemplos 1.Se desea contar el nUmero de palabras distintas que pueden hacerse servrasswordde cuatro
posiciones, manera que el alfabeto a utilizaf 4sB, C, 0, 1,2}. Ademas la primera letra dphsswordnho puede ser un
namero.

Como primer apartado se hace una representacion grafica del problema, en la cual se anotan las posibles restricciones.

O © ©

al fabtico/ # resto # resto # resto # resto

Se comienza por la celda con mas restricciones, en este caso particular la primera, y se evalGa cuantos valores puede
haber en ella, en este ca80Como todas las demas celdas tienen las mismas restricciones se pasa a la siguiente; esta
puede tener cualquier valor excepto el ya utilizado en la primera casilla, por tanto puedeveloees. Repitiendo este
proceso obtenemos que el resultado del problensa &8s 4 - 3 = 180 palabras.

1.4. Contar subconjuntos dek elementos

. . . . n .z .
Consiste en utilizar para el conteo, los llamados, humeros combmaér&gs); esta expresion es leida corfro

sobrek”.
El resultado escalar de un nimero combinatorio seria el resultante de la siguiente formula:

Ejemplo Se desea hallar el nimero de manos distintas que se pueden encontrar en el juego de poker. Para resolver este
problema se sabe que una baraja tiene cuatro palos, y cada uno de estos trece cartas; asi mismo se sabe que una mano €
un conjunto de cinco cartas.

Aplicando esta técnica, se debe pensar que hay que coger cinco cartas de todas las que tiene la baraja; a tales efectos
el resultado seria:

4palos - 13cartas = 52cartas
52
5

La probabilidad, a pesar de tener una base tedrica, es evidentemente practica, por ese motivo debe ser orientada hacia
la resolucion de problemas practicos. Como los problemas que se pueden plantear pueden ser muy diversos, siempre se
intentan reducir estos a una serie de modelos prefijados y tipicos en probabilidad. Estos modelos son los siguientes:

1.5. Los instrumentos del probabilista

= Monedas. Sirve para modelar pruebas repetidas en idénticas condiciones, es frecuente el uso de monedas cargadas,
es decirP#£50%. Solo se pueden utilizar en modelos de dos posibles resultados.

= Dados. Son mas generales que las monedas, pues puedemderss.
= Bolas y urnas. Sirven para infinidad de modelos. Se pueden usar de los siguientes modos:

e Extraer bolas de una urna que las contiene, dividido en:

o Conreemplazamiento, la bola extraida se devuelve a la urna antes de la siguiente extraccion.
o Sin reemplazamiento, la bola extraida se deja fuera.

e Repartir las bolas entre varias urnas vacias.

= Ruletas. En este modelo se considera que la ruleta se encuentra en una circunferencia del|qayduuhcer el
modelo mas similar a los términos de probabilidad.
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1.6. Método de calculo por complementario

En el momento de realizarse el recuentadsos favorableeste se simplifica mucho si es ur@njuncionde condi-
ciones, dicho de otra manera, si los elementos del suceso deben cumplir todas las condiciones que se impongan simulta-
neamente.

Por el contrario, el recuento es mas dificil cuando el suceso se definedtsynacionde condiciones.

Esto nos lleva a pensar que en muchas ocasiones es mas sencillo calcular el complementario de un suceso, que el
mismo.
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2. Modelos aleatorios dinamicos

2.1. Diferencia entre modelos estaticos y modelos dinamicos

Se conocen commodelos estaticaaquellos en los cuales aparece el “Azar” una sola vez en todo el experimento. Este
tipo de modelos ya han sido tratados en el tema anterior.

Son modelos dinamicoaquellos que hacen referencia a experimentos que a su vez estan divididos en pequefios
subexperimentos, ordenados en el tiempo. De manera que los resultados de los primeros subexperimentos influyen en los
resultados de los siguientes.

Si pretendemos aplicar un modelo estatico a un problema dinamico, encontraremos las siguientes dificultades:

= El problema no sera intuitivo, pues se deberia interpretar que el “Azar” solo actla una vez. Lo cual hace que
tengamos que trabajar con un espacio muestral extrafio.

= Se hace dificil conseguir un modelo simétrico, asi como también se hace dificil evaluar la probabilidad de los
diferentes sucesos.

2.2. Probabilidad condicionada

Es un tipo de probabilidad utilizado en los modelos dinamicos, se representa graficamente de la siguiente manera:

P(-|A) Esta expresion se lee como: “probabilidad condicionada por A’ 0 “probabilidad condicionada porque
a ocurrido A"

Si tenemos dos sucesdésy B los cuales son sucesos de un experimento de probabilidad en un modelo dinamico, la
probabilidad de quB sea condicionada péy, viene dada por:

_ P(ANB)
2.2.1. Propiedades de la probabilidad condicionada
P(A|A) =1
P(B¢|A) =1— P(B|A)
P(B1UB2|A) = P(B1|A) + P(B2|A)

2.2.2. Pasos para la resolucién de un problema dinamico simple

Estos pasos que se reflejan a continuacion no son pasos formales, sino una pequefia guia sobre como resolver proble-
mas con modelos dinamicos muy simples.

= Hay que dividir y tener claras los diferentes subexperimentos que se deben realizar.

Hallar las probabilidades de los elementos del experim&nto

Hallar las probabilidades de los elementos del experim@nto

Aplicarla formutaP(B|4) = 24012 para hallar la probabilidad condicionada.

Repetir estos pasos para tantos subexperimentos como haya.

2.2.3. Calculo dindmico de la probabilidad de la interseccion

En este apartado se muestra una formalizacién de la idea intuitiva que se reflejaba en el apartado anterior. De esta
manera se formaliza el echo de que “la probabilidad de que ocrya® simultdneamente es igual a la probabilidad de
gue ocurrdj, por la probabilidad de que ocurBesi A a ocurrido”. Esto se puede expresar con la formula:

P(Ar (A2 ][ )An) = P(A1)P(As| A1 [ ) A2)... P(An| Ay [ A2 [ ) An-1)

2.3. Diagramas de arbol

Mediante estos diagramas se puede reflejar de forma gréfica los diferentes resultados que se pueden obtener en los
distintos subexperimentos de un modelo dinamico. Estos diagramas son de gran utilidad en la resolucion de mucho
problemas, pues dan una visidbn muy clara sobre el problema
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2.3.1. Formacion de los diagramas de arbol

En el primer nivel debe haber un Gnico vértice (representado normalmente por un punto), desde el cual parten tantas
ramas como resultados pueda tener el primer subexperimentos.

En el segundo nivel se encuentran tantas etiquetas como posibles resultados pueda haber tenido el primer subexperi-
mentos. Desde cada una de esta etiquetas parten tantas ramas como posibles resultados pueda tener el segundo subexp
rimentos desde el punto del arbol que corresponde.

Estos pasos se repiten hasta que estén reflejados todos los subexperimentos en el arbol.

Una vez todo el arbol esta dibujado es necesario indica en cada rama la probabilidad que esta tiene de cumplirse.

Estos arboles se deben utilizar acorde con las siguientes reglas, para la resolucién de problemas:

= Para obtener la probabilidad de un resultado fisaldeben multiplicar las probabilidades de todas las ramas que
llevan a este resultado, desde laYaiz

= Sihay varias ramas del ultimo nivel que poseen resultados i§uatepuede afirmar que la probabilidad de que ese
resultado ocurra, es igual a la suma de las probabilidades de que ocurra cada uno de ellos.
2.3.2. Férmula de la probabilidad total

Expresa matematicamente la idea del tltimo punto del apartado anterior.
P(B) = ZP(Ai)P(B|Ai)
=1

2.3.3. Férmula de Bayes

Mediante esta férmula se puede calcular la probabilidad de un proceso anterior, conociendo la probabilidad de un
proceso final. En esta férmula se con®§@) comoprobabilidad a priori y P(A|B) comoprobabilidad a posteriori

P(A;)P(B|A;)

P(4;|B) = S, P(A,)P(B|A;)

2.4. Independencia entre sucesos

2.4.1. Definiciones

= Un sucesd se denomina favorable B si se cumpleP(B|A) > P(B).

Se dice qué\ es desfavorableBsi P(B|A) < P(B).

Si P(B|A) = P(B), se dice qué es independiente d&

Si P(B|A) # P(B), se dice qus es dependiente d&

Los sucesos y B son independientes 8l(A (| B) = P(A)P(B).

2.4.2. Independencia entre varios sucesos
Para probar que sucesos son independientes, se debe aplicar el siguiente criterio:
Vk:2<k<n
P(Ai1NAi2N--NAik) = P(Aj1) - P(A32) - ... - P(Ain)

Seguidamente se ilustra un ejemplo que las normas que deben cumplir tres shdg&dpéra ser independientes entre
ellos:

P(A1 ﬂAz) = P(Al)P(A2)
P(A1[A3) = P(A1)P(4s)
P(A2(A3) = P(A2)P(43)

P(A;1 (VA2 As) = P(A1)P(A2) P(As)

4Son aquellos resultados que se encuentran en una rama de ultimo nivel.

5Cada resultado final inicamente puede tener un camino desde la raiz.

6A cada uno de estos resultados se ha llegado por un camino nico.

favorable no implica qué sea causa dB, sino queB es mas frecuente cuandmcurre.

Resumen de Estadistica | - 8



Estadistica | Modelos aleatorios dinamicos

2.4.3. Propiedades de los sucesos independientes
En caso de tener dos sucesos independiéngeR), se cumplen los siguientes criterios:
A5 N A5 = (41U Ao
P([A1UA2] N 43) = P(A1 U A2)P(43)

2.5. Meétodos recursivos para calcular probabilidades
2.5.1. Definicién

Se llaman métodos recursivos aquellos utilizados para calcular la probabilidad de un experimento que se puede repetir
infinitas veces.
Para el calculo de la probabilidad se utiliza un algoritmo recursivo, similar a los empleados en programacion.

2.5.2. Diagramas de estado

Se ha decidido comenzar la explicacion de los métodos recursivo por este apartado, debido a que es un método grafico,
por el cual se pueden obtener una serie de datos Utiles para el calculo con métodos recursivos.

Un diagrama de estados esta formado por una serie de estados @jicta,, E, ..., E,,, Final); y por una serie de
flechas que indican las transiciones entre ellos.

Normas para construir los diagramas de estado:

= Todos los estados se representa por un circulo, dentro del cual estd su nombre y, si se desea, cualquier otro dato que
sirva para identificar su utilidad.

= Se colocan los estados Inicio y Final, los cuales siempre estaran en cualquier diagrama.

= Se colocan todos los estados que necesita el problema, llamando a cada uno Heg sl&sdoi el nimero de
estado.

= Se deben unir todos los estados, mediante flechas, mostrando las transiciones posibles y logicas entre ellos. Es
importante tener en cuenta que todo estado tendréa tantas flechas como posibles resultados se puedan derivar de él.

= Se colocara sobre cada flecha, o transicién de estado, la probabilidad de que esta ocurra.

= En caso de que de un estado Unicamente parta una flecha, eso quiere decir obligatoriamente que la probabilidad de
gue eso ocurra es uno.

Con este sistema se representan graficamente las probabilidades y posibles caminos que un problema puede seguir.
Una vez se ha obtenido el diagrama de estados, viene la parte mas complicada, que consiste en deducir, por métodos
matemadticos l@cuacion recursiva de las probabilidadésl ultimo estado (que es el que deseamos conseguir).

2.5.3. Ejemplo de un problema con diagramas de estados

Enunciado Lanzamos repetidas veces una moneda, que tiene probabilidad de carapghakta que aparecen dos
caras consecutivas. ¢ Cual es la probabilidad de que hagdlarmsamientos?
Para este enunciado se deberia disefiar un diagrama de estados como el siguiente:
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Teniendo el diagrama de estados, se debe formalizar matematicamente la probabilidad de cada estado, respecto al

lanzamiento concreto. Para hacer esto se utilizard la nomencltgra, en la cualk corresponde al estado al cual
nos referimos yn a la tirada. Siguiendo esta nomenclatura y observando el diagrama, se puede afirfoaregtedos
iniciales® son los siguientes:

Py(1) =1 —p ... Probabilidad de estar en el estado cero, tras la primera tirada.

P;(1) = p ... Probabilidad de estar en el estado uno, tras la primera tirada.

P,(1) = 0 ... Probabilidad de estar en el estado dos, tras la primera tirada (es unisucesiblg.
Tras haber formalizado los estados iniciales, se debe formalizar la probabilidad de estar en los diferentes estados para la

tirada(n+1). Para hacer esto se debe tener encuentra, en que estado se puedengstiireeprobabilidad hay de pasar
de ese estado estado al que vamos a estudiar. Con esta formalizacion se obtiene:

1. Py(n+1)=(1-p)Po(n)+(1—p)Pi(n) ... Se realiza una suma pues es posible llegar a este estado de dos manera,
siguiendo en el mismo, o desde el est@do

2. Pi(n+1)=P- Py(n) ... Solo se puede llegar a este estado desdx el
3. Py(n+1)=P-Pi(n).. Solo se puede llegar a este estado desdk.el

Una vez obtenido este conjunto de ecuaciones, se debe obtegerlzion recursiva de probabilidaddsicha ecuacién
esta compuesta por diferentes términos que solo puedd?,se&endoi constante en toda la ecuacién; y la variable
Todos los términos deben colocarse de manera que queden igualados a cero.
Para realizar la ecuacion antes descrita se elige la ecuaciéon 1, y en ella se substituyen los valgresdsus

correspondiente. Para ello se despeja prinfgren la ecuacion 2, con lo que se obtiene:

Py(n) = %Pl(n +1)
En la ecuacion 1, la variablg,, se encuentra con formi (n)y Py (n+ 1); de manera que por la Gltima ecuacién obtenida
se deduce de manera inmediata:
Con estas dos nuevas ecuaciones, ya se puede realizar la substitucion en la ecuacion 1, quedando esta con la forma:

+Pi(n+2)=(1-P)$Pi(n+1)+ (1 - P)Pi(n)

+Pi(n+2)—(1-P)$Pi(n+1)— (1 - P)Pi(n) =0

Pi(n+2)—(1—-P)P(n+1)— P(1— P)Pi(n) = 0 (ecuacion recursiva de probabilidades £¢).
El objetivo de este ejercicio es obtener dicha ecuacion sBbngor ser esta la probabilidad del ultimo estado, para
conseguir esto se actla de manera similar a como se ha echo hasta ahora; y se substituye en la ecuacién recursiva de
probabilidades dé’;, estos valores por los d&.

El primer paso para esto es despdjaen la ecuacion 3, y deducir todos los términos para la substitucién, procedemos

asi:

P(n+1)= %Pz(n +2)

Pi(n+2) = +P(n+3)
Se substituye®; por su valor en la ecuacion, y de este modo ya se consigue el resultado final:

+P(n+3)— (1= P)5P(n+2)— P(1-P)sP(n+1)=0

Py(n+3)—(1—-P)P2(n+2)—P(1—-P)Py(n+1)=0
Gracias a esta ecuacion recursiva, junto con las condiciones ini¢talés = 0, P»(2) = P? permiten programar el
célculo deP,(n) para cualquien.

2.5.4. Circuitos eléctricos

Esta es otra forma de mostrar combinaciones logicas de varios elementos, las normas para el célculo de la probabilidad
de estos elementos son las siguientes:

= Paralelo
Pab) =1—-(1—2)(1—y)

= Serie
Pab) =z -y

8Entendiendo por estados iniciales, la probabilidad de estar en cada estado después de la primera tirada.
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3. Variables aleatorias discretas

3.1. Conceptos de las variables aleatorias

Una variable aleatoria es una representacion numérica de un resultado de fendmenos aleatorios.
Una variable aleatoria definida sobre el espacio de probabilida®) es la funcionX : Q@ — R o F(Q).
Son variables aleatorias discretas aquellas formadas por un conjunto de valores finitos o infinitos numerables.

3.1.1. Métodos para definir una variable aleatoria
Exhaustivo Es aquel método en el que se crea una lista con todos los posibles valafés)deve(2. Es un método que
pierde su efectividad cuantos méas elementos pueda tener la variable al¥dtoyigpues es mas dificil su representacion.

Descriptivo El método descriptivo, consiste en formalizar o defiifw) de manera concreta, mediante formulas o
palabras.

3.1.2. Racha

Se crea un conjunto con los resultados obtenidos en un experimento, de manera que estos resultados se ordenan
cronolégicamente. Se consideeehatodo intervalo del conjunto en que los resultados son iguales.

3.2. Distribucién de una variable aleatoria discreta

La probabilidad de que ocurra el sucésie una variable aleatori8(X = ¢) se debe calcular para cada valoride
siendo cada probabilidad igual a la suma de probabilidades de que ocurran los sucesos simples que cumplen la condicion
P(X =1).

La probabilidad de una variable aleatoria es la suma de las probabilidades de sus miembros.

P(XeB)=>» P(X =1
ieB
3.2.1. Distribucién de una funcionY = g(z)

Teniendo una variable aleatothd, cualquier funciort” = g(X') también es una variable aleatoria.
La funciéng(x) es una funcién que se aplica sobre el conjunto de resultados de la variable al¥afoatanto su
distribucién de probabilidades dependera de las probabilidades de los elementos de la variablealeatoria

3.2.2. Distribucion de una variable aleatoria condicionada por un suceso

La probabilidad condicionada ya fue tratada con anterioridad; de manera que por definiciéon ya se sabe que conocer,
el echo de que ha ocurrido un sucésaltera la probabilidad de que una variable tome un valor entre los posibles.

P(X =i|A) = P({sz(j nA)

; 1€X(Q)
3.3. Esperanza matemética de una variable discreta

La esperanza mateméti¢&'{ X }), también es conocida comalor esperadpeste es un promedio de posibles valores
y probabilidad de estos.

E{X}= Y i-P(X =i

€ X ()

3.3.1. Esperanza de una funcién de una variable aleatoria

Siguiendo la definicion de esperanza:

E{Y}=E{g(x)} = ) g(i)-P(X =)

1eX ()

Como se puede observar para conocer la esperanza de una funcién, no es necesario conocer su distribucion.
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3.3.2. Esperanza de una funcién lineal

En este caso se supone que la fundi@s una funcion lineal d¥, de manera que = ax + b.
Para este caso particular la esperanza se calcula como

E{Y}=E{az+b} = Y (ai+b)P(X =i

si se simplifica esta expresién se obtiene
E{ax +b} =aE{X}+5b
3.4. Momentos y varianza

Se conoce commomentos de ¥ todas las funciones de formér) = =™, siendom un valor entero. De manera que
E{X} esla media de primer orden.
Lavarianzaes la desviacién de un resultado respecto al valor esperado (esperanza), se representa por

op = B{(X — E{X})*}

3.5. Funciones generatrices
Suponiendo que se tiene una variable aleatgrial queX (2)eX
P(X =k) =pi

parak =0,1,2,...+ o0y Y ,pr =1
En este caso la funcién generatriz estaria definida como

G(s) = BE{S"} =) s"m
k=0

En todos los caso siempre se cumple GU@) = p; y G'(1) = E{X}, de igual modd>"'(1) = E{X?} - F{X} =
E{X?}G"(1)+ G'(1)
Esto es importante, puesvarianzase puede definir como

op = B{X?} — (B{X})*} =G"(1) + G'(1) - [G"(V)*

3.6. Modelos de distribuciones discretas

3.6.1. Distribucién de Bermoulli

Su paradigma, o0 modelo que intenta representar, es lanzar una moneda y contar si ha salido cara o no.
En este modelo se suponen las siguientes probabilidades

Plx=0)=1—p; Ple=1)=p

Gréficamente se puede representar de la siguiente forma:
Se pueden aplicar las siguientes formulas

E{z}=0-(1-p)+1p=p
E{z?}=0>-(1—-p)+1%p=p
07 = E{z} — E{2*} =p—p* =p(1—p)

3.6.2. Distribucién de Bermoulli

Se modela partiendo de la idea de que se lanzces una moneda, la cual tiene una probabilldd salir cara.
La probabilidad de este modelo se puede representar como

n

Plx=k) = ( A )pk (1 =p)" % parak =0,1,....,n
Graficamente se puede representar de la siguiente forma:

Se pueden aplicar las siguientes formulas

E{z}=n-p
oZ=mn-p-(1-p)
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3.6.3. Distribucion geométrica

Se modela partiendo de la idea de que se lanza una hasta que se obtenga como cesaltadm ese momento
contar el nUmero de lanzamientos necesarios que han sido necesarios para obtener ese resultado cara. Se supone que |

moneda tiene una probabilidadie obtener cara.
La probabilidad de este modelo se puede representar como

Plx=k)=p-(1-p)Flsik=0,1,...n

Graficamente se puede representar de la siguiente forma:
Se pueden aplicar las siguientes formulas

E{z} = %
0.328 — (1*217)

3.6.4. Distribucién de Poisson

Esta distribucion se usa para contar el nUmero de sucesos poco probables que se han producido en un intervalo de
tiempo dado.
La probabilidad de este modelo se puede representar como

/\k
Plzx=k) =e*. L parak =0,1,2, ...

la letra\ > 0 designa el parametro de distribucion.
Se pueden aplicar las siguientes férmulas
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4. \lectores aleatorios discretos

4.1. Introduccion

Se llamanvectores aleatorios discretas aquellos con la forméX;, Xo, ..., X,,), donde cadaX; es una variable
aleatoria discreta, y todos ellas estan definidas sobre el mismo es@a€ip Estos vectores se usan para medir simulta-
neamente varios valores.

Un ejemplo de uso de un vector seria aquel definido cokhd”), donde:

= X = numero de resultados pares
= Y = méximo de los resultados

En este ejemplo puede verse que para cada resultado del experimento se genera un par de resultados para este vector
Formalmente se puede definir como que el resultado escoge un elempatteneciente al espacio muestalcomo
consecuencia de esto se obtienen resultados para el yétton, Y (w)). En caso de que se desease representar una
sucesion de un experimento ilimitado esto se podria hacer ¢aimge ;.

4.2. Funcion de probabilidad conjunta

Se llamafuncion de probabilidad conjuntde X e Y a la que describe los valores posibleg#eY') y la probabilidad
con que ocurre cada valor posible.
Para este tipo de distribuciones se parte de la definicién de

pij = P(X =4,Y =j); ieX(Q), jeY (Q)

dondep; ;es la probabilidad de que ocuf(&,Y").
Un conjunto o matriz de nimerdg; ;), ieX (2), jeY (£2), define una distribucién conjunta si cumple las condiciones:

" pi; >0
. ZieX(Q) ZjeY(Q) pij =1
4.2.1. Calculo con la funcién de probabilidad conjunta
Cualquier suceso definido por medio de condiciones impuestas a las vaXab¥eguede ponerse con la forma
{w; (X (w), Y (w))eB}
dondeB es el pardx, y) que cumple la condicion impuesta a las variab{ed”. Esta notacion se puede simplificar con
{(X,Y)eB}
En este tipo de distribuciones se cumple

P((X,Y)eB)= Y P(X =1iY =})
(i,j)eB

4.3. Distribuciones marginales

Con este nombre se conoce al caso particular de desear caR{utar= :) donde la variableX debe cumplir la
condicion impuesta, mientras que la varialeuede coger cualquier valor del espacio mueéftal En caso de cumplirse
el mismo modelo para cualquier otra varigti@mbién seria véalida esta definicion.

Cuando se maneja la distribucién conjunta de un vector, se acostumbra a denoariaalesa las distribuciones
unidimensionalede sus componentes. Por taft0X = ) seria la distribucién unidimensional de la variakle

Y=0 Y-1 Y=2
X0 16 16 16 3/
X-1 0 0 16 1/%6
X=2 16 0 16 2/6
2/6 16 3/

9Generalmente se trabaja con vectores bidimensionales, por tanto otra variable¥eria la
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4.4. Valor esperado de una funciory (X, Y)

Por extension del caso unidimensional tratado en el tema anterior se puede afirmar que
E{f(X,V)}= > > [f,H)HP(X=4Y =)
1€X(Q) jeY ()
Un caso concreto muy habitual eslsperanza de la suma de dos variabkssestos caso se parte de la suposicion de
quef(X,Y)= X +Y, de modo que
B{X+Y}= > > (i+)P(X=4Y =j)
1€X (Q) jeY ()

si se reordenan los términos se puede llegar a la siguiente conclusion

E{X+Y} = > > iPX=iY=j+ Y Y jPX=iY=j) =

1€eX (Q) jeY () 1€X(Q) jeY ()
Y Y PNy g X5 Y Py =)
1€X(Q) jeY () jeY (Q) ieX(Q)
= > i-P(X=i)+ > j-PY=j) = E{X}+E{Y}
1€ X (Q2) jeY (Q)

4.4.1. Propiedades de la esperanza matematica
La esperanza matematica para funciones de dos variables tiene como caracteristica mas destacable que
E{aX +bY}=a -E{X}+b-E{Y}

Esta propiedad se llanpaopiedad de linealidadgracias a esta se pueden realizar muchos célculos de manera simbo-
lica. Un ejemplo de esto puede verse si se desea calcular la covarianza semejante, para la cual se puede seguir el siguiente
razonamiento
Ory = E{(X — E{X})- (Y — E{Y'})}
=FE{XY - X - E{Y}+E{X}-E{Y}}
= F{XY} -2 .- E{X}E{Y}+ E{X}E{Y}
= E{XY} - E{X} E{Y}

Gracias a este desarrollo se puede afirmar la expresign= E{XY } — E{X} - E{Y'}.

4. 5. Distribuciones condicionadas

Considerando la probabilidad de suc&se x condicionada por Y =y
P(X =2zY =y)
PY =y)

En caso de qu& (2) varien mientras el valor d¥ esta fijo, se tiene una distribucion denominadeondicionada
por Y =y, esta se puede representar cakpY = y.
Esta condicionalidad se puede representar dinamicamente por

PX=2Y=y)=PY =y) - P(X=z|Y =y)

La esperanza matematica de una distribuciof” = j se simboliza por

B{X|Y =j}= > i -P(X=i|Y =)
€ X (Q)

PX=z|Y=y =

4.6. Variables independientes
En estas variables se cumple la condicion
P(X =1,Y =j) = P(X =i))P(Y = j)

los{X =i} y{Y = j} son independientes, si ademas, la condicién anterior se verifica pariatod?) y para toda
jeY (), se puede decir qu¢ e Y son independientes. Esto significa que conocer el valor de una no es significativo para
conocer el valor de la otra.

SiAy B son sucesos independientes ¢ Y sonindependientese cumple

P(XeA,YeB) = P(XeA) - P(YeB)
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4.6.1. Conjuntos y sucesiones de variables independientes

En caso de trabaja con un conjunto finito de variaBlesXs, ..., X,,, seran independientes si los valores tomados por
algunas no modifican a las restantes. Si las variables de un conjunto son independientes, esto implica que estas los son
dos a dos, sin embargel hecho de que las variables de un conjunto sean independientes dos a dos no implica que el
conjunto sea independiente

4.6.2. Esperanza del producto de variables independientes

Sin demasiadas complicaciones se puede entender que para dos variables independientes se cumple lo siguiente

E{XY}= > Y x-y - P(X=2)P(Y =y)=E{X} E{Y}
zeX () yeY ()

Siguiendo esta propiedad se puede generalizar para el caso de una seseialeles independientes, por tanto
E{I_, fi(X,)} = T B{fi(X:)}

4.6.3. Varianza de la suma de variables independientes

De forma general se puede afirmar @de, ., , ... 4, =02 +02, + ...+ 02

4.7. Desigualdad de Chebishev

Si se pretende estimar la probabilidad de que X tome valores mas alejados de l&media un nimera > 0, es
decir, se pretende estimar la probabilidad del su¢&se | > a. Segun esta desigualdad

g

w‘&w

P(IX —p|>a) - P(X =2x) < "

4.8. Leyde los grades numeros

Con esta ley se pretende formalizar aquellos casos en que se realizan una serie de pruebas repetidas independientes,
que son modeladas mediante al suce$i®n, X», ..., X,,), este modelo tiene como medja) y como varianzdo?).
El promedia de valores observados eniggimeras pruebas

X+ Xot o+ X,
n

Xy

(B{X1}+ B{Xo} + ...+ B{X,}) = = £ =

E{Yn} = n

3=

Por otra parte baséndose@i; = %2 y combinando esta expresion con la desigualdad de CHEBYSHEYV se llega a

la siguiente conclusion "
0.2
92

) =0

P(I Xy —p| > a)

<
lim,, oo P(| X — p| >

QL

4.9. Métodos de calculo por condicionamientos
4.9.1. Método para calcular esperanzas por condicionamiento
Este es uno de los métodos mas potentes que se pueden encontrar en la estadistica, se basa en la férmula
E{y}= ) E{V|X=z2} P(X=u)
zeX (Q2)

4.9.2. Meétodo para calcular probabilidades por condicionamiento

Si se considera que la funcion indicaddraes igual a la probabilidad del suceB¢A), en base al método anterior se
llega a la siguiente conclusion

E{I.} = Y E{la|X=2}-P(X=2)= Y E{A|X =21} P(X =2z)=P(A)
zeX (Q) zeX ()

De este modo se obtiene otra version de la férmula de probabilidad total.
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5. Variables aleatorias continuas

5.1. Introduccién

Este tema en un principio puede parecer muy abstracto, aunque con un estudio detallado del mismo se vera que no lo
es tanto.

Lasvariables aleatorias continuasstudian modelos con valores continuos, en un intervalo ac¢iabloo no acotado
(0, 00). Para poder estudiar estos modelos se hace, en muchos casos, necesario tratar como una serie de subconjuntos los
valores a tratar.

Para una introducciéon simple a este tipo de modelos se tomard como patrén una ruleta ideal de longitud, que tiene
como perimetro longitud uno. En esta ruleta ideal existe exactamente la misma probabilidad de obtener cualquier valor
entre(0, 1]; para que en este modelo ideal exista exactamente la misma probabilidad de que aparezca cualquiera de los
infinitos puntos del intervalo es necesario considerangue). Pues el nUmero de puntos es infinito y si la probabilidad
tuviese un valor positivo por muy pequefio que fup3g i - i = oo.

Como consecuencia de la anterior deduccion se ve la necesidad de trabajar con subconjuntos de uno principal, de
manera que cada uno de los valores que se desean estudiar deberéa pertenecer a un sybbcahjuntd,,). Cada uno
de estos subconjuntos debe tener una londitéid. Con estos conceptos se puede llegar a las conclusiones siguientes

P(Xely) + P(Xely) + ... + P(Xel,) =n- P(Xel) = 1

P(Xely) = (1) =
En caso de que se desee trabajar con subinter@lolsc (0, 1] se puede realizar la siguiente aproximacion
P(Xe(a,b]) =£((a,b]) =b—a
Para aquellos casos en que se desea trabajar con un intefyajoe no tiene longitud uno, se aplicaria lo siguiente

P(Xely) = % = i((lj))

En cierta manera este método tiene similitud con la “regla de LAPLACE” para la eleccion al azar de un elemento
dentro de un conjunto finitgtses favorables

casos posibles

Ejemplo Se elige un nimero al azar en el intervfllol ], ¢,cual es la probabilidad de que su cuadrado sea may%r’.fque
Para quex? > % debe ocurrir queX’ > % por tanto la probabilidad pedida el

p= P(Xe(—=,1))

&

1

por tantop = 1 — 7

5.2. Probabilidades geométricas

Son aquellas probabilidades descritas dentro de un modelo, generalmente bidimensional. Este tipo de problemas deben
intentar modelarse dentro de un espacio geoméffict x [0, 1]; con frecuencia puede ayudar a la resoluciéon una
representacion grafica.

En general la propiedad mas importante, de este tipo de problemas es aquella en que si se elige un punto al azar del

conjuntoA, dondeA es subconjunto d&, R2, ..., la probabilidad de que el punto elegido pertenezBaa A es
medida(B)
P(XeB) = ——=
(XeB) medida(A)

Ejemplo Se eligen dos punt&, Y al azar en el interval@, 1], ¢, cual es la probabilidad de ge> 2X ?
Este problema puede representarse con el siguiente gréfico:

AL
0y

]

"B
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Se ve como region inferioB, aquella que verificd” < 2X, mientras que la region superidy, verifica

Y > 2X. Por tanto se tiene que
rea(A)

reatotal
dado querea(A) = 1 y elreatotal = 1, resulta queP(Y > 4) = 1.

P(Y >2X) =

5.3. Variables aleatorias continuas

Hasta este punto siempre se ha supuesto que las variables aleatorias continuas son siempre uniformes, es decir, que en
cualquiera de sus infinitos puntos siempre existen los mismos valores. En algunas circunstancias se vera que esto no es
correcto.

En un modelainiformesse puede afirmar quB(Xe(a, b)) = b — a, esto no es cierto en modelos uniformey para
el estudio de estos se debe recurrir a una analogia con la fisica.

Un modelono uniformese puede tratar como un hilo construido con un hilo con una aleacion de plomo y cobre, de
manera que la aleacion no se distribuye por igual, sino que en un extremo del hilo hay plomo puro y en el otro cobre puro.
En este caso existen infinitos valores en el gradiente intermedio del hilo, de manera que el peso del mismo varia desde un
punto a otro. Para tratar este sistema con diversas masas en fisica se ha inventado la decisidai#la cual se puede
emplear en dos contextos

= Macroscopicalensidad = [rost i

masa intervalo (x—h,z+h)

= Microscopico, cuando se estudia en puxtt(z) = limy, o 5 o hienf(z) = f: f@)-dt

La estadistica a tomado este modelo de célculo y ha creado una analogia entre el concepto de probabilidad y de masa.
Con la diferencia de que la probabilidad debe estar limitada al valor maximo 1, mientras que la masa no tienen dicha
limitacion.

Cualquierfuncion de densidad de probabilidagbe cumplir:

1 flx)=0
2. [T f(t)-dt=1

Se considera que una funcion esddmsidad uniformeen el intervalal cuando esta es constante sobre los puntdsyde
cero sobre los restantes, tal que
¢, stxeJ
fla) = { 0, sixz £J

donde la constanteviene determinada por la relacion

[10-ai= [ car=c [ar=1

5.4. Esperanza matematica de una variable continua

Si se considera la variable continaque toma valores en el intervalo= (0, 1]. La esperanza matematica ¥g
intuitivamente es el promedio de los valores que la variable toma y las probabilidades que alcanza esos valores.

Puesto que en variables contindasX = x) = 0 para cada valor posible Por tanto es necesario dividir en intervalo
| en subintervalos iguales

0 1 2 n—1 n
l=—-<-<—-<..< <—-=1
n n n n n
Tomando la probabilidad
1
P o x <P
n n

Partiendo de todo esto se puede llegar a la conclusion de que

n

1
EP(§<X§]{+1)@/ £ f(t) - dt
“nn n 0

k=

Como conclusidn a todo esto se puede afirmar que la esperanza matematica de laXadalflencion de densidad
fes

E{X}::/fot-f@)wﬁ

siempre que sea finita.
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5.5. Esperanza matematica de una funcion

En concepto se debe seguir el mismo procedimiento que cuando se desea calcular sobre unXvaeiabéaera
que se tomara como intervalde(x, « + dx]. Por este razonamiento se puede llegar a

E{gX)} =g (3) %

Blg(X)} = [T2g(t)- f(t) - dt
0% = 2ot = E{X})? - f(1) - dt
0% = JZo - f(t) - dt — (B{X})? = B{X?} - (B{X})?

5.6. Distribuciones con variables continuas

5.6.1. Distribucién uniforme en un intervalo

Esta distribucion es extremadamente importante, pues a partir de ella se puede calcular cualquier otra distribucién. Su
paradigma es que en el intervadgb], cona < b. Su funcién de densidad es

= sixefa, b]

fla) = { b()_,a;ia: £la, b]

La esperanza d¢ es deB{X} = [Vt. AL — atb,

Asi mismo,E{X?} = f; 2.4l — 3[7.?(’132) = 1(b?+ab+a?) de aqui se puede calcutaf, = E{X?}—(E{X})? =
(b —a)?.

Esta distribucion se puede representar graficamente como

b e e L L L e e e ]
B S
R e e

Ty
_ll-:-'i-"-i-"-|-"-i-"‘-i-"i-"-i-"‘-i"‘1."‘1."‘1-"1-"1-"1-"‘1-"1-"1-"‘1"‘1-"1- e e

o, g, e e, e,
Eiate '_"_l-i-l-‘-l-:i':'i-:-l-‘-l-‘-l-*-!'_"_l-+-!'_-!;l-'_l-‘_-!"'l-i-l-'f"'l-il-‘li
oo, e e, e el e e
e
o e o

5.6.2. Distribucién exponencial

Su paradigma es el tiempo que tarda en desintegrarse un atomo de una masa de material radiactivo. Esto dicho de otro
modo implica que es una distribucion descendente, de modo que cuando mayor es el valor menor es el indice de descenso
que sufre.

1

hﬂ“——_
i 3

La funcion de densidad exponencial es

LeTNT gig
f(x):{ A , >0

0, stx <0

Como se puede ver cuanto mayor es el valor 0, mas rapidamente decae la funcién y mas probable es que la
variable tome un valor préximo al origen.

PX>z)= / e Mdt = (M| = e parax > 0

x
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Por tanto se puede interpretar la igualdad
PX>z+h|X>z)=P(X >h)

de manera que si transcurnreanidades de tiempo sin que el suceso que esperamos haya ocurrido, la probabilidad de que
se retrase al menos otriasinidades de tiempo es la misma que al comienzo. Por tanto el proceso no tiene envejecimiento,
y la esperanza matemética puede darse por

o 1
E{X}z/0 t-A~e‘M‘dt:X

En consecuencia de la esperanza

1
ox = BE{X?} — (B{X})?* = 2
5.6.3. Distribucion normal
-5 =7 -1, i 1. ? 3
La funcién de densidad normal viene dada por
1 2 2
— —(z—p)~/20% _
T) = e , —00 < x < 00
fa) = ——

Esta distribucion depende de dos parametrosddia de su distribuciofy) y su varianza(o). Para hacer referencia
a esta distribucién con sus correspondientes parametros se emplea la exXesion

Célculo de distribuciones normales Si a una variable normal se le aplica una transformacion lineal, la variables que
resulta también es normal. De modo qu&®s una variable con distribuci@¥(u, o) y a, be R, entoncesi X + b tiene
una distribucién normal de media
E{aX +b}=aE{X}+b=apu+0b
y varianza
2 2 2 2 2 2
Oux+b = 0ax =0 0x =0a -0

Puesto que

Vo2oxiy = Va20? = |alo

la variablea X + b tiene una distribucio (ap + b, |a|o).

5.6.4. Ladistribucion “natural” de los nimeros

Para poder explicar esta distribucién es importante recordar que de forma normalizada cualquier nimero se puede
expresar con la forma(z) - 10™, dondem(x)e(1/10, 1) es lamantisay n la caracteristica

Por evidencia empirica se ha podido demostrar que los niumeros se distribuyen de modo que el logaritmo de su
mantisa es un namero elegido al azar en un rango de varifgion, 1]. Esta hipotesis equivale a suponer que la funcion

de densidad de la mantisa es ) 1y |
mini0 SZ me 1 10, 1
f(m){ 0sim £[1/10,1]

IR
B e B e e, e 5
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5.7. Variables mixtas

Este tipo de variables reciben este nombre pues tienen una componente continua y una discreta. Utipglemplo
de este tipo de variables es una ruleta de longitud uno, como ya se vio al principio del tema este tipo de aparatos son
claramente continuos, pues existen infinitos puntos €0trd, por tantoX es una variable continua. Ahora bien si se
aplica la siguiente funcion d¢
o= { Xsi0< X <3
Osz% <X<l1

por tanto en este casB(G = 0) = % por tanto en este intervalo no se comporta como una variable continua
propiamente, asi como tampoco se comporta como una discreta como una discreta en el @éteir)zalo
5.8. Funciones de distribucion

Son una herramienta que permite hacer una teoria general de la probabilidad, con afirmaciones validas para todas las
distribuciones posibles, sin necesidad de distinguir entre casos.

Dada una variabl¥, la funcién de distribucidn describe como esta repartida la probabilidad entre los valores de esta.
Toda funcion de distribucion verifica las siguientes propiedades:

= F es nodecreciente: si< 2/, se tieneF'(z) < F(z')
» F es continua por la derechiémy, o F'(z + h) = F(x)
= Se cumpléim, o, F(z) =1ylim,,_o F(z) =0
Sise fijaxy h | 0, se tiene
%}%F(x +h)= g%P(X <xz+h)=P(X <z)=F(x)

luegoF es continuo por la derecha.
Se tiene

limy oo F(z) =lim P(X <2)=P(XeR) =1
lim, . o F(z) =lim P(X <) = P(Xe0) =0
5.9. Tres modelos de funciones de distribucion

5.9.1. Variables discretas

Suponiendo una variable discreta con una distribucion binomial de pardmetios= 3, p = % La funcion de
probabilidad deX es igual a

Desglosando por partes se puede llegar a las siguientes conclusiones:

= Siz < 0, entonced’(X) = 0, ya queX no puede tomar valores menores o0 igualesgue0
» Si0<z<1,entoncedX <z} ={X =0}y Fx(z)=P(X =0)=0,125
m Sil<z<2entoncedX <z} ={X=0U{X =1}y Fx(z)=P(X=0+P(X=1)=0,5

» Si2 <z <3,entonce{X <z} ={X =0U{X =1} U{X =2}y Fx(z) = P(X =0)+ P(X =
1)+ P(X =2)=0,875

» Siz >3, entonced X <z} ={X=01U{X =1} U{X =2} U{X =3}y Fx(z) =P(X =0)+P(X =
H+PX=2)+P(X=3)=1

En resumen la funcién de distribucién Bequedaria definida como

Osiz <O
0,126s10 <z <1
Fx(x) = 05511 <z <2
0875512 < x <3

lstx >3

Resumen de Estadistical - 21



Estadistica | Variables aleatorias continuas

5.9.2. Variables continuas

Dada la variable aleatoria exponencial de parametrol, para hallar su funcién de distribucion se distingue entre:

» siz < 0, entoncedy (x) = 0, ya que se tiene

Fy(:r):/w 0-dt =0

— 00

= siz >0, entoncesy () = [ f(t)-dt= [ _0-dt+ [Je ' -dt=(—etf=1—-¢"

Por tanto
O0six <0

Fy(x) = { e Psix>0

Dada una variable aleator}ay una funcion de distribucioi’, en caso de qué’(z) exista salvo p ara un namero
numerable de puntos se cumple q@f@oo F'(t) - dt = 1 por lo queX es continua, y tienen una funcién de densidad y es
igual aF”.

, . Osiz <0
Fy() = { e Tsix >0
5.9.3. Variables mixtas

Considerando como variable mix& que se define como

o< x<i
G = Xs‘z?fo2
Osz§<X<1

Para este caso particular se distingue entre:
s Siz <0,entonceP(G <z <0)=0y Fg(r)=0

» Si0 <z <1, entonces se tiene
1 T
P(ng):P(G:O)+P(O<G§m):§+/ dt=-+z
0

luegoFg(z) =z + 3
» Siz > i, entonces?(G <z) =1y Fg(z) =1
La funcién de distribucion viene definida por

O0siz <O
Fg(z)={ z+isi0<a<i
15ix>%

Con lo visto en el punto anterior, se pudfe(x) existe en todos los puntos exceptaes 0y « = % Se cumple:

Osix <O
Fg(z) =4 1si0<z <3
Osiw>%

5.10. Funcion de distribucion deY = g(X)

Este método consiste en que partiendo de una variable aledi@gacalcula la funcion de distribucién de oifa=
f(X) que es funcion d&. Con este método se puede evaluar si la variable es discreta, continua o mixta. Para cada
intervalol, se cumple que
P(Yel) = P(Xeg™ (1))

dondeg—*(I) = {z; g(z)el }.
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5.11. Distribucién de una variable condicionada por un suceso

En este apartado se tratard una técnica para que dada una variable afeatotiaua, con funcion de densidgde
pueda hallar la distribucién que tiene dicha variatle
Sil es un intervalo, la probabilidad del sucds©e! }es igual a
P({Xel} N {XeA}) f(x)

P(Xel|XeA) = = _J\
(Xel|Xed) P(XeA) L PXed) ™

Dado el calculo anterior se puede afirmar quéutacion de densidad condicionada X por XeAse representa por
fx|a €sigual a

f(=z) i reA
— ) DP(Xea) StTE
Ix1a(z) { O0siz A

Por tanto efactor de proporcionalidadiene dado po%.
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6. \ectores aleatorios continuos

6.1. Introduccion

El punto principal de este tema, es el estudio de la probabilidad de que el vector algétafipertenezca a cualquier
rectangulo, esto se puede obtener como la integrgl(dey) sobre el rectangulo. De manera formal esta idea se puede
expresar como

P(Xel,Yelp) = // flz,y) - dy - dx
Il><12

por tanto también se cumple que

PEYIB) = [ [ faw)-dy-ds
(z.y)eB
Para abordar estas cuestiones es preciso poder evaluar dos puntos basicos

1. Condiciones que debe cumplf{z,y) para ser funcién de densidad de algun vector unitario. Para ello deben
cumplirse las siguientes condiciones:

. f(l'ay) >0, para—oo < x < +00,—00 < Yy < 400
o [T fayy) - dy - de =1

2. Formas para calcular la funcion de densidad dada una distribucion. Este es el punto que mas ampliamente se ira
tratando en los siguientes apartados.

6.2. Funcién de distribucién conjunta
La funcion de distribucién conjunta del vectoX, Y') es una funcion de dos variables tal que
Fxy(z,y)=P(X <z,Y <y)

Esta funcion es igual a la probabilidad de que el vecigrY) tome un valor del cuadrante-co, z] x (—oo, y], esto
se puede expresar mediante
Fxy(x,y) = P((X,Y)e(—00, 2] x (=00, y])

Si es conocida la funcién de densidad del vector calcular la distribuciéon se reduce a calcular la integral
x Yy
Py = [ [ tts)-ds-ae
— 00 — 00

6.3. Distribuciones marginales

Si X eY tienen distribucion conjunta continua, cada una de estas componentes tienen una distribucion unidimensional
continua.
La funcién de densidad d¢es igual a

Fx(a) :/fO Fay) - dy

existe una funcion analoga para la densidad
Las funciones de densiddd; (z) y fy (y) se denominadensidades marginales

6.4. Variables independientes

Reciben este nombre aquellas variables en que conocer el valor que ha tomado una de ellas no modifica la probabilidad
de que la otra tome un valor prefijado.

Dada das dos variables independientes” que tienen una funcion de densidad conjufita, y), una condicion
necesaria y suficiente para que sean independientes es que se verifique

f(z,y) = fx(z)fy(y)
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6.5. Funciones con densidad condicionada

Dadas dos variableX, Y se denominalistribucion de Y condicionada por X=xla expresiory’| X = z, esto puede
aplicarse sobre cualquiera de las variables, por tanto puede existir tamies y.
Sobre las variables condicionadas puede calcufarsgones de densida@sto se haria de la siguiente manera

B fﬁf’i’) st fx(z) >0
fY\X:m(Z/) = { f O(s)z‘ Fx(z) =0

flzy)
_ = fY( ) SZfY(y) > 0
Fxiv=(@) { 0'si fy(y)=0
6.6. Modelos dinamicos

En caso de tener una variabfecondicionada poX = z, su densidad se puede expresar como
fly) = fx(@)f(ylx)

6.7. Densidad de la suma de variables independientes

Dadas dos variables independien?ésy” con sus correspondientes funciones de densidad margital) y fyv (v).
Se puede determinar la distribucién de la variable sdmaX + Y.
Se cumple que

FX (LC) = f_zoo fX (t)dt
Fy(y) = [7 fr(t)dt

La funcién de densidad de la suma de las variallle® es igual a

fs(s) = /_OO fr(s—a)fx(x)dr; —00 < 5 < 00

6.8. Densidad de una funciory(X,Y)

En este apartado se va ha estudiar la técnica para dadas dos variables indepeXidientess calcule una funcion de
la densidad conjunta de ellas. De manera que cugiioY) = X + Yy f(z,y) = fx () fy (y).

El método seguido consistira en calcular la distribuciorzdedespués analizando su derivada determinar si tiene
densidad. Los pasos seran los siguientes:

1. Fz(z)=P(g(X,Y)<z2) = ff{g(x,y)gz} f(z,y) - dz - dy para—oco < z < 0o

2. CalculardFz(z)/dz y estudiar si se cumple

/ sz(z)dZ _1
dz

—0o0

en caso afirmativdFz(z)/dz es la funcion de densidad d&;.

6.9. Esperanza matematica de una funciop(X,Y’)

De manera informal, se puede definir que la esperanza de una fyriéiol’) es el promedio de valores deespecto
a la distribucion de probabilidadX, Y'). Por tanto se puede decir que para dos variables aleaforidscon funcion de
densidad conjunt#(z, y)

Blo(x ) = [ - / ) - Hey) - dy - de

De manera unidimensional y conociendo la densidad margingl-de;(X,Y)

E{Z} = /zfz(z) -dz
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6.10. CovarianzaentreX eY

9(X,Y) = (X - E{X})(Y — E{Y})
Se denomin&ovarianzaal valor esperado dg X, Y) y se representa pdfov(X,Y'), de modo que
Cou(X,Y) = (X — E{X})(Y — E{Y})

Las propiedades de la covarianza se pueden reflejar con

Cov(X,Y) = E{XY} - E{XE{Y}} — E{YE{X}} + E{E{X}E{Y}} =
=FE{XY} - E{Y}E{X} - E{X}E{Y}+ E{X}E{Y} = FE{XY} - E{X}E{Y}
Se conoce comooeficiente de correlacion

6.11. Célculo de la densidad del vectofU, /) funcion de (X, Y)

Dado un vectof X, Y") con funcion de densidad conjunféz, y). Supdngase

U= gl(X,Y)
1% :gg(X,Y)

En este apartado se verd como se puede calcular la ley de probabilid&didea partir de(X,Y). Existen dos
métodos para ello:

Para eprimer métodao se impone ninguna condicioryay g». de manera que la funcién de distribucién bidimen-
sional viene dada por los valorés, v)

FU’V(u,v)ZP(USU’VSU)://gl(x,y

Para analizar sty v (u, v)

f(z,y) - dx-dy
)Su7g2 SU

o 82FU,V(u,v)
. . dudv . S
Finalmente es necesario realizar la comprobacién de la condicion

Fyv(u,v) = / / fuv(s,t)-dt-ds

El segundo métodes mas automatico, aunque exige que las funcigngsgy, cumplan ciertas condiciones. Para ello
se supone la aplicacion biyectiva, y) — (u,v),yu = g1(x,y) Y v = g2(z, y) que tienen derivadas parciales continuas,
de modo que se anulan de la siguiente manera

J(z,y) = sz Lg% # 0
ox Jy

entonces la funcion de densiddd, ) es igual a

1
J(z(u,v), y(u,v))| “fxy (@(u,v),y(u, v))
donde(z(u, v), y(u, v)), es la solucién del sistema de ecuaciones

fov(u,v) = |

{ gi(z,y) =u

go(z,y) = v
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7. Simulaciéon estocastica

7.1. Introduccion

Este tipo de simulacién se realiza por computador, se debe emplear en aquellos casos en que no se puede resolver un
determinado problema de forma analitft&l principal problema para poder realizar este tipo de simulacion consiste en
programar el computador de manera que sea capaz de sortear nimeros segun la ley de probabilidad dafediglzigror
funcion de distribucion.

Dada una variable uniformé en el intervald0, 1] y F es la funcién de distribucion, denominada funcién de cuantias
deF ala funciénQ, definida por:

Q(u) = min{z; F(z) > u}

Para cualquier funcion de distribucibndebe existir una funcié@ para toda:e(0, 1) y, siU es una variable uniforme

en(0, 1), la variableX = Q(U) tienen funcion de distribucidh.

7.2. Generadores de numeros aleatorios y pseudoaleatorios
Existen diferentes generadores de niumeros aleatorios, estos se pueden clasificar como:

= Mecanicos. Son los mas rudimentarios, resultan lentos si se debe obtener una gran cantidad de nimeros, pero su
principal ventaja es lo impredecibles que son. El ejemplo mas tipico es el bombo con nimeros.

= Electrénicos. Principalmente se basan en el ruido imperceptible de algunos eléfmemto® por ejemplo las
resistencias. Estos métodos también son lentos para obtener grandes cantidades de nimeros.

= Pseudoaleatorios. Son métodos basados en algoritmos de software. Uno de los ejemplos mas destacados es el de
VON NEUMANN que propuso formar una sucesién a partir de un nimero, elevando al cuadrado el anterior y
extrayendo lo digitos centrales.
X, =a-X,_1(modm)

Este algoritmo no es aleatorio, sino determinista. Si se camaog X,. Por norma general, este tipo de generado-
res suelen ser suficientes para los programas de simulacion, pues generan muchos niimeros en poco tiempo, ademas
de permitir sucesivas refinaciones, pues siempre se obtienen los mismos valores.

= Generados imprevisibles. Son los mas dificiles de conseguir, para poder generarlos se han disgélelatiyes
no linealesy otros dispositivo¥.

7.3. Generadores de congruencias lineales (GCL)

Este sistema produce una secuencia de nimeros entre 0 y 1. Para implementarlo se necesita escoger lo siguientes
valores:

m el médulo de la congruencia
a el multiplicador
¢ la translacion
X, lasemilla
Elegidos estos valores se debe calcular mediante recurrencia los siguiente
X, =(a-X,u_1+c¢) (modm)
El resultado devuelt,,, se le debe aplicar una ultima operacién para obt&ner

Xn
Uy =2
m

Puesto queX,,¢{0, 1,2, ...,m — 1}, los valores dé/,¢[0, 1].

El principal problema de este método es que conodigdee pueden proveer los valores futuros, ademas estos son
ciclicos. Para generar el ciclo lo méas grande posible es conveniente elegir el valtir aeyor posible, y es conveniente
que este valor sea una potencia de la base del sistema de numeracién con que se esta'ttabajando

La condicion necesaria y suficiente para que un genei@id@tenga un periodo de longitud méaximaes que se
cumpla:

10este es el método empleado hasta ahora, en temas anteriores

11Este se llamauido blanco

12Estos suelen conectarse al puerto serie de la maquina

13Esta recomendacion afecta a la velocidad de célculo de nuevos nimeros
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= MYy CSon primos entre si
= Se cumpla que = 1 (modp), para cadg primo que divide an

= Si4 divide am, entonces = 1 (mod4)

7.4. Transformaciones generales

Para poder obtener los valores de una variable aleatoria con una funcion de distribucién no uniforme, es necesario
aplicar una transformacién al resultado presentado por el generador de niumeros aleatorios. Para esto se emplean los
conceptos vistos en el tema anterior.

7.4.1. Algoritmo de Von Neumann

Si se desea obtener la variable aleatofigue tiene funcion de densidgdz). Supongamos que sabemos generar
valores de otra variabMé con funcion de densidag(y) y se cumple que

f(x)

—<(C<x
g(z) ~

segln Von Neumann se debe aplicar el siguiente algoritmo:
1. GeneralY con densidad(y)

2. GeneratJ con funcion de densidad uniforme én 1)

3. sisecumpl€U < % devolverX =Y’; en otro caso, volver a 2

Este algoritmo produce valores distribuidos con funcién de dengiged
Este método también se denomina métodaakptar-rechazar

7.5. Simulacién de variables normales

7.5.1. Por métodoaceptar-rechazar

Dada una variable normékl) de media 0 y varianza 1, primero se simula la varigble- | Z| que tiene una funcion

de densidad igual a:

2
flz) = — e ™2 510 < < oo

V2 .
Por el método general se sortea el signXdese devuelveZ.
Partiendo de la variablé con distribucién exponencial

gly) =e %, 510 <z <0

f(x) 2 22, /2 _(_1)2)2 2e

— L= —— . 2 = — e < -

g(x) 2 ™ Vo
luegoC' = ,/2¢.

Ahora se debe aplicar el siguiente algoritmo:

se obtiene

1. Generat/; con densidad uniforme. Hackr = — In U2, que tienen distribucion exponencial de paramatre 1
2. Generaf/; con funcién de densidad uniforme én 1)

3. Sise cumple
Uy < e 317

hacerX = Y’; en caso contrario volver al paso 2

4. Generaf/; con densidad uniforme. $i3 < 0,5, devolverZ = —X; en otro caso, devolvef = X
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7.5.2. Por métoddBOX-MULLER

Partiendo del vectafX, Y'), cuyas variables son independientes y con una distribucion normal de media 0 y varianza
1. La funcion de densidad conjunta @&, Y') es

1 2 2
f(xay)ZEf_f(I“’%si—oo<9c<oo, —00 <y < 00

Se calcula la funcién de densidad conjunta en coordenadas polares, obteniendo

T =7r-cosf
y=r-sinf

o bienr? = 22 + %y 0§ = arctg(y/z), donde—oco < 7 < 00y 0 < 6 < 27.
El jacobiano es
o(x,y) cosf —r-sinf

8(7"79) - sin 6 r-cosf =Tr- (COS20+Sin29) —r

y la funcién de densidad conjunt®, ©)

f(r,0) = f(x(r,0),y(r,6)) - dz,y) 1 o

a(r,0)  2m
Para este algoritmo primero es necesario geriérazon densidad uniforme, una vez obtenida &3ta- 27U;; la
variable® tiene una distribucién uniforme entre @y.
Luego sera necesario hallelp con densidad uniforme ¥ = —21n U,. Para este cas@/ tiene una distribucion
exponencial de parémet%o Posteriormente se aplida= V.
El algoritmo BOX-MULLER, que sirve para generar dos variables normales independientes tiene los siguientes pasos:

1. General/; y U, con densidad uniforme

2. Devolver

X =+/—2InUscos2nU;y, Y = v/ —2InU;y sin 27U,

El principal problema de este algoritmo es que al empieay sin se puede incrementar el tiempo de ejecucion.

7.5.3. Algoritmo de MARSAGLIA
1. Generaf/; y U, con densidad uniforme entre Oy 1
HacerV; = 2U; — 1y V5 = 2U; — 1 (tantoV; comoV; tienen densidad uniforme entre -1y 1)

2
3. CalculaWV = V72 + V2. SiW < 1 pasa a paso 4, § > 1, volver a paso 1
4

2 2
X =Viy[ W, Y = Vo[~ W

7.6. Simulacion de variables discretas

Devolver

Para la simulacion de variables discretas, aunque en teoria esta no puede tomar un nimero numerable de valores, se
parte de la premisa de que las precisiones inferiores a las soportadas por un ordenador se consideran cero.
7.6.1. Algoritmo por cuantiles
1. GeneratJ con densidad uniforme entre Oy 1
2. Haceri=1
3. Mientras se cumple > >7_ p;, haceri =i + 1
4. DevolverX = z;

Para que este algoritmo funciones con mas eficiencia es recomendable ordenar los vX@e®ken decreciente.

7.6.2. Algoritmo de BERNOULLI de parametro p
1. Generat) con densidad uniforme entre 0y 1

2. SiU < p, devolverX = 1; en otro caso, devolveX = 0
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7.6.3. Algoritmo de simulacién de una variablebinomial de parametrony p

Se parte del hecho de que una varidtleomial, Y, de pardmetroa y p, se puede descomponer como sumade
variables de BERNOULLI independientes

Y=X1+Xo+ ..+ X,
Algoritmo:

Haceri =1
GeneralJ; con densidad uniforme entre Oy 1

1
2
3. SiU; < p, hacerX; = 1; en otro caso, hace¥Y; = 0
4. Haceri=1i+ 1. Sii < n+ 1 pasar al paso 2

5

DevolverY = X7 + Xo + ... + X,

7.7. Simulacion de permutaciones al azar

Es muy frecuente que determinados experimentos requieran una simulacion en la cual se elige un subconjunto de
elementos de uno dado.

Un algoritmo directo seria es de seleccionar de una lista @ementos un literalzy, zs, ..., z,,). De manera que
se selecciona un elemento de tode la lista y se coloca en primera posicion, posteriormente un elemento-dey
se coloca en segunda, y asi hasta escoger todos los deseados. Este algoritmo presenta el problema de que es necesari
recordar los valores elegidos en pasos anteriores.

Uno de los algoritmos mas éptimos para realizar esta operacion es el siguiente, se parte de una ordenacion de valores
(x122.. . Tp_12p).

Hacerk = n

GeneratJ con densidad uniforme entre Oy 1, y haéet 1 + [kU]

1

2

3. Intercambiar; conzy,

4. Hacerk =k —1.Sik > lirapaso?2
5

Devolver la ordenaciéon en memoria
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